單元8      圓與直線的關係
	主題1：圓與點之關係

	1.圓與點之關係
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稱P點關於圓C的冪 ＝(切線長)
[image: image5.wmf]2


(A)冪＞0則
[image: image6.wmf]P

點在圓外且冪
(B)冪＝0則
[image: image7.wmf]P

點在圓上(
[image: image8.wmf]P

點為切點)
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(C)冪＜0則
[image: image9.wmf]P

點在圓內。

(3)點與圓的最長距離及最短距離：
2.若有一圓C﹐其圓心為O，依P所在位置不同，可區分為：
(A)若點P在圓C外，如右圖(一)則：
①點P到圓C的最長距離為
[image: image10.wmf]OPr

+

。

②點P到圓C的最短距離為
[image: image11.wmf]OPr

-

。

(B)若點P在圓C上﹐如右圖(二)則：
①點P到圓C的最長距離為2r。

②點P到圓C的最短距離為0。

(C)若點P在圓C內，如右圖(三)則：
①點P到圓C的最長距離為
[image: image12.wmf]OPr

+

。

②點P到圓C的最短距離為
[image: image13.wmf]rOP

-

。



	範例1 

	點(6,3)到圓x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 3 ( 0的最短距離d，最長距離D，則(d,D) (　　　　　。


【解析】x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 3 ( 0　
(　(x ( 2)2 ( (y ( 1)2 ( 2，圓心A(2，( 1)，半徑r (
[image: image14.wmf]2


代入P(6，3)　∵　62 ( 32 ( 24 ( 6 ( 3 ( 0　∴　P點在圓外
∴　d (
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( r (
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	範例2 

	若點P(a,2a)在圓C：x2 ( y2 ( 2x ( 0的內部，則a值在下列哪些範圍內？
(A) 0 ( a ( 0.5　(B) 0.2 ( a ( 0.6　(C) 0 ( a ( 0.4　(D) 0.4 ( a ( 1　(E)以上皆真


【解析】點P(a，2a)在圓x2 ( y2 ( 2x ( 0的內部　
(　a2 ( 4a2 ( 2a ( 0　(　a(5a ( 2) ( 0　
(　0 ( a (
[image: image25.wmf]5

2

　(　0 ( a ( 0.4，
又0 ( a ( 0.5也成立，故選(A)(C)

	隨堂練習

	設x2 ( y2 ( 4x ( ky ( 5 ( 0之圖形為一圓C，且點(k，k ( 3)在圓C之外部，則實數k
可為(A) ( 3　(B) ( 1　(C) 1　(D) 3　(E) 5。


【解析】x2 ( y2 ( 4x ( ky ( 5 ( 0　
(　(x ( 2)2 ( (y (
[image: image26.wmf]2
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)2 ( ( 5 ( 4 (
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( 1為一圓
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k

( 1 ( 0　(　k2 ( 4 ( 0　
(　(k ( 2)(k ( 2) ( 0　(　k ( 2或k ( ( 2……(
又點(k，k ( 3)在圓之外部　
∴　k2 ( (k ( 3)2 ( 4k ( k(k ( 3) ( 5 ( 0　(　3k2 ( 13k ( 14 ( 0　
(　(3k ( 7)(k ( 2) ( 0　(　k (
[image: image30.wmf]3

7

或k ( 2……(
由((得k (
[image: image31.wmf]3

7

或k ( ( 2　
∴　k可為( 3，3或5，選(A)(D)(E)
	範例3 

	已知點A（7﹐1），且P為圓C：x2＋y2－6x－8y＋21＝0上的一動點，則：
(1)
[image: image32.wmf]PA

的最小值為　　　，此時P點坐標為　　　。
(2)
[image: image33.wmf]PA

的最大值為　　　，此時P點坐標為　　　。
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【解析】x2＋y2－6x－8y＋21＝0 (（x－3）2＋（y－4）2＝4
( 圓心O（3﹐4），半徑r＝2
又A（7﹐1）代入得72＋12－6 × 7－8 × 1＋21＞0　∴A（7﹐1）在圓外
(1)∵
[image: image34.wmf]OA

＝
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[image: image36.wmf]PA

的最小值為
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－r＝5－2＝3
由分點公式知P點坐標為
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(2)
[image: image40.wmf]PA

的最大值為
[image: image41.wmf]OA

＋r＝5＋2＝7
設P（a﹐b），由分點公式知（3﹐4）＝
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	隨堂練習

	已知點A（1﹐5），且P為圓C：（x＋3）2＋（y－2）2＝36上的一動點，則：

(1)
[image: image46.wmf]PA

的最小值為　  　。
(2)
[image: image47.wmf]PA

的最大值為　  　。


【解析】圓C：（x＋3）2＋（y－2）2＝36 (圓心O（－3﹐2），半徑r＝6
∵A（1﹐5）代入圓C：（x＋3）2＋（y－2）2＝36，
得（1＋3）2＋（5－2）2－36＜0
∴A（1﹐5）在圓內
(1)∵
[image: image48.wmf]OA

＝
[image: image49.wmf]22
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∴由圖（一）知
[image: image50.wmf]PA

的最小值為r－
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(2)由圖（二）知
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的最大值為r＋
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＝6＋5＝11
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　　　[image: image55.jpg]0(-3,2)

A5




　圖（一）　　　　　　圖（二）

	隨堂練習

	設x2 ( y2 ( 4x ( ky ( 5 ( 0之圖形為一圓C，且點(k，k ( 3)在圓C之外部，則實數k

可為(A) ( 3　(B) ( 1　(C) 1　(D) 3　(E) 5。


【解析】x2 ( y2 ( 4x ( ky ( 5 ( 0　(　(x ( 2)2 ( (y (
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k

( 1 ( 0　(　k2 ( 4 ( 0　(　(k ( 2)(k ( 2) ( 0　(　k ( 2或k ( ( 2……(
又點(k，k ( 3)在圓之外部　∴　k2 ( (k ( 3)2 ( 4k ( k(k ( 3) ( 5 ( 0　(　3k2 ( 13k ( 14 ( 0　
(　(3k ( 7)(k ( 2) ( 0　(　k (
[image: image60.wmf]3
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或k ( 2……(
由((得k (
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或k ( ( 2　∴　k可為( 3，3或5，
選(A)(D)(E)
	範例4 

	圓外一點P( ( 3，6)對圓2x2 ( 2y2 ( 6x ( 2y ( 5 ( 0所作的切線段長為　　　　　。


【解析】圓C：x2 ( y2 ( 3x ( y (
[image: image62.wmf]2
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切線段長 (
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	範例5 

	自點P(1，5)向圓x2 ( y2 ( 6x ( 4y ( 4 ( 0作二切線，切點分別為A，B，則

(1)切線段
[image: image66.wmf]PA

長為　　　　　。　(2)△PAB之外接圓方程式為　　　　　。


【解析】[image: image413.png]0(2--1)
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(2)
[image: image70.wmf]AQ
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，故△PAB之外接圓，
即為以P(1，5)及Q(3，( 2)為直徑之圓　
(　(x ( 1)(x ( 3) ( (y ( 5)(y ( 2) ( 0　
(　x2 ( y2 ( 4x ( 3y ( 7 ( 0
	隨堂練習

	xy平面上，過點A(1，2)作圓C：x2 ( y2 ( 4x + 2y ( 4 ( 0的兩切線，切點為B，C，則
(A)
[image: image74.wmf]AB

( 1　(B)
[image: image75.wmf]BC

的方程式為x ( 3y ( 4 ( 0  (C)
[image: image76.wmf]5
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　(D)△ABC的面積為
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(E)△ABC的外接圓方程式為x2 ( y2 ( 3x ( y ( 1 ( 0。  
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【解析】(A)
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[image: image79.wmf]AQ

為直徑的圓
∴其方程式為(x ( 2)(x ( 1) ( (y ( 1)(y ( 2) ( 0，
即x2 ( y2 ( 3x ( y ( 0
∴
[image: image80.wmf]BC

：(x2 ( y2 ( 3x ( y) ( (x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 4) ( 0　
(　
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(C)∵　d(Q；
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(D)△ABC面積 (
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選(A)(B)(C)(D)
	隨堂練習

	（　　　）有一圓C﹕x2 + y2 ( 4x + 4y ( 2 = 0及一點P(4,2)﹐則　(1) P點在圓上　

(2)過P之切線有一為x + 3y + 2 = 0　(3)過P之切線有一為3x ( y ( 14 = 0　

(4)兩切線之銳夾角為45(　(5)兩切線互相垂直﹒


[image: image415.png]A(xo 0 Yo)



【師大附中期中考】
【解析】C﹕(x ( 2)2 + (y + 2)2 = 10﹐圓心A(2,(2)﹐半徑r =
[image: image86.wmf]10

﹐
而
[image: image87.wmf]AP

> r﹐故P點在圓外﹐設過P(4,2)與圓C相切之直線L﹕y ( 2 = m(x ( 4)﹐
則d(A,L) =
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得過P之切線為3x + y ( 14 = 0及x ( 3y + 2 = 0﹐且兩切線互相垂直（∵((3) (
[image: image91.wmf]1
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	範例6 

	設點A(x0，y0)在圓C：x2 ( y2 ( ax ( by ( c ( 0的外部，證明：A到圓C所作的切線段長為
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【證明】(1)圓C：
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∴　圓心Q
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(2)∴A到圓C的切線段長為
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	範例7 

	圓x2 ( y2 ( 6x ( 8y ( 0上任一點P到直線4x ( 3y ( 30的距離最大值 ( 　　　　　，此時P
點的坐標為　　　　　。


[image: image417.jpg]


【解析】(1)圓x2 ( y2 ( 6x + 8y ( 0　(　(x ( 3)2 ( (y + 4)2 ( 52，
圓心A(3,( 4)，半徑5
P點到直線L：4x ( 3y ( 30的最大距離 
( d(A,L) ( r (
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(2)過A(3,( 4)，作L：4x ( 3y ( 30的垂直線
L(：3x ( 4y ( 25，L與L(交點Q
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	範例8 

	設直線L：3x ( 4y ( k ( 0與圓C：(x ( 2)2 ( (y ( 3)2 ( 25交於兩點A，B，已知
[image: image103.wmf]AB

( 6，則k
之值為　　　　　。


【解析】圓C的圓心Q( ( 2，3)，半徑r ( 5

[image: image104.wmf]QM
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	隨堂練習

	若直線y ( 2x ( k與圓C：x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 20 ( 0交於兩點，則k值之範圍為　　　。


【解析】
[image: image106.wmf]î

í

ì

C

：

x

2

 

+

 

y

2

 

+

 4

x

 

+

 2

y

 

-

 20 

=

 0

¡K¡K

�

L

¡G

y

 

=

 2

x

 

+

 

k

¡K¡K

‚


(代入(　(　5x2 ( 4(k ( 2)x ( (k2 ( 2k ( 20) ( 0
D：16(k ( 2)2 ( 4 ( 5 ( (k2 ( 2k ( 20) ( 0（∵　交於兩點）　
(　k2 ( 6k ( 116 ( 0　(　3 ( 5
[image: image107.wmf]5
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	隨堂練習

	設方程式C：x2＋y2＋2x－4y＋k＝0為一圓，若點P（3﹐1）在圓外，則實數k的範圍為　　　。


[image: image418.png]5 L:3x—4y—k=0



【解析】∵x2＋y2＋2x－4y＋k＝0
(（x＋1）2＋（y－2）2＝－k＋5 表一圓
(－k＋5＞0 ( k＜5 ………………(
∵P（3﹐1）在圓外
∴32＋12＋2 × 3－4 × 1＋k＞0
( 12＋k＞0 ( k＞－12 ……………(
由(、(知，k的範圍為－12＜k＜5
	主題2：圓與直線的關係

	1.同一平面上，
[image: image109.wmf]0
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[image: image110.wmf]0
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C

之關係如下：

(1)直線L與圓C沒有相交，或稱為相離。（如圖(四)）
(2)直線L與圓C相交於一點，或稱為相切，其交點A就稱為切點﹒（如圖(五)）
(3)直線L與圓C相交於相異兩點，A，B又稱直線L與圓C相割﹒（如圖(六)）
[image: image111.emf]
2.與直線關係的代數判定：
(1)L與C相離（沒交點）
[image: image112.wmf]r
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無解
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(2)L與C相切（交一點）
[image: image115.wmf]r
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]î

í

ì

=

+

+

+

+

=

+

+

Û

0

0

2

2

f

ey

dx

y

x

c

by

ax


　恰有一解
[image: image117.wmf])
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切點＝圓心對直線的投影點

(3)L與C相交（交二點）
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　有二組解
[image: image120.wmf])
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OR：已知點P（x0﹐y0），直線L：ax＋by＋c＝0，則點P到直線L的距離d（P﹐L）＝
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(1)L與C相離（沒交點）
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(2)L與C相切（交一點）
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	範例1 

	1.設直線x ( my ( m ( 0與圓x2 ( y2 ( x ( 0相交於A﹐B兩點﹐若
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【解析】原式　(　
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	範例2 

	已知直線L﹕3x ( 4y ( 12 ( 0﹐圓C﹕(x ( 2)2 ( (y ( 1)2 ( 4﹐若P在圓C上﹐則P至直線L之最短距離為　(1)0　(2)
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【解析】圓C﹕(x ( 2)2 ( (y ( 1)2 ( 4﹐圓心O (2 , 1)﹐半徑r ( 2﹐
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﹐表示直線L與圓C相交﹐
當P為L與C的交點時﹐P 到直線L的距離為0﹐故選(1)﹒
	隨堂練習

	與單位圓﹕x2 ( y2 ( 1相切的圖形有哪些﹖　(1)x ( 1　(2)y ( 1　(3)x ( y ( 1　(4)
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【解析】圓心O (0 , 0)﹐半徑r ( 1
(1)○﹕d (O , x ( 1) ( r﹐相切
(2)○﹕d (O , y ( 1) ( r﹐相切
(3)╳﹕d (O , x ( y ( 1) (
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(5)○﹕d (O , (3 , 4)) ( 5 ( r ( 4﹐相切
故選(1)(2)(4)(5)﹒
	範例3 

	設直線L：3x ( 4y ( k ( 0與圓C：(x ( 2)2 ( (y ( 3)2 ( 25交於兩點A，B，已知
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【解析】圓C的圓心Q( ( 2，3)，半徑r ( 5
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	隨堂練習

	已知一圓方程式為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( k ( 0﹐若一直線3x ( 4y ( 1 ( 0與該圓無交點﹐試問k的範圍為____________﹒


【解析】圓方程式x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( k ( 0 ( (x ( 1)2 ( (y ( 2)2 ( 1 ( 4 ( k﹐
則圓心O(1,2)﹐半徑r (
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	隨堂練習

	已知一圓方程式為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( k ( 0﹐若一直線3x ( 4y ( 1 ( 0與該圓無交點﹐試問k的範圍為____________﹒


【解析】L﹕mx ( y ( 1 ( 0﹐圓C﹕(x ( 3)2 ( (y ( 1)2 ( 4﹐圓心(3 , 1)﹐半徑r ( 2﹐
∵　有相異兩交點﹐
∴　d ( r　(　
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	隨堂練習

	圓C﹕x2 ( y2 ( 2x ( 2y ( k ( 0與直線L﹕x ( y ( 5不相交時﹐k的範圍為____________﹒


【解析】(C﹕(x ( 1)2 ( (y ( 1)2 ( 2 ( k為一圓　(　k ( 2﹐圓心O (1 , ( 1)﹐
(與x ( y ( 5不相交　(　d ( r　(　
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	範例5 

	點P在直線L﹕3x ( 4y ( 14 ( 0上﹐點Q在圓C﹕x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0上﹐則
[image: image158.wmf]PQ

的最小值為____________﹒


【解析】圓C﹕(x ( 1)2 ( (y ( 2)2 ( 22﹐圓心O (1 , ( 2)﹐半徑r ( 2﹐L﹕3x ( 4y ( 14 ( 0﹐
又
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﹐故所求最小值為d (O , L) ( r ( 5 ( 2 ( 3﹒
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	隨堂練習

	已知直線L﹕4x ( 3y ( 7 ( 0及圓C﹕(x ( 3)2 ( (y ( 2)2 ( 4上一點P﹐則
(1)試求P點到直線L距離的最大值及最小值﹒(2)當P到直線L距離最小時﹐P點坐標為何﹖


【92師大附中期中考】
【解析】(1)O (3 , ( 2)﹐半徑r ( 2﹐
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	範例6 

	圓x2 ( y2 ( 6x ( 8y ( 0上任一點P到直線4x ( 3y ( 30的距離最大值 ( 　　　　　，此時P點的坐標為　　　　　。


【解析】(1)圓x2 ( y2 ( 6x + 8y ( 0　(　(x ( 3)2 ( (y + 4)2 ( 52，圓心A(3，( 4)，半徑5
P點到直線L：4x ( 3y ( 30的最大距離 ( d(A，L) ( r (
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(2)過A(3，( 4)，作L：4x ( 3y ( 30的垂直線L(：3x ( 4y ( 25，L與L(交點Q
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	隨堂練習

	已知直線L：kx ( y ( k ( 1 ( 0，C：x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 1 ( 0，則k之範圍為何時，直
線與圓相交於兩點，相切，相離？


【解析】圓C：x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 1 ( 0的圓心為(2，1)，半徑為2
又圓心(2,1)到直線L：kx ( y ( k ( 1 ( 0的距離為d (
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	範例7 
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某公園有一半徑100公尺的圓形水池﹐打算在水池上建造
一座「T」字型木橋（如圖）﹐已知
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 【解析】設
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	主題3：圓之切線
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	範例1 

	平行直線x ( 2y ( 3，且與圓C：x2 ( y2 ( 6x ( 2y ( 5 ( 0相切之直線方程式。


【解析】圓C：(x ( 3)2 ( (y ( 1)2 ( 5　∴　圓心( ( 3﹐1)，r (
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	隨堂練習

	求與x ( 2y ( 5垂直且與x2 ( y2 ( 8x ( 10y ( 5 ( 0相切的直線方程式　　　　　。


【解析】設切線L：2x ( y ( k ( 0，圓C：(x ( 4)2 ( (y ( 5)2 ( 62，圓心A(4﹐( 5)，半徑r ( 6　
∵　相切　∴　d(A﹐L) ( r　(　
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	範例2 

	設點A(x0﹐y0)在圓C：(x ( h)2 ( (y ( k)2 ( r2上，
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證明：圓C過點A的切線方程式為(x0 ( h)(x ( h) ( (y0 ( k)(y ( k) ( r2。


【證明】圓C的圓心為Q(h﹐k)，半徑為 | r | (
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	範例3 

	設A(x0﹐y0)是圓C：x2 ( y2 ( dx ( ey ( f ( 0上一點，試證：圓C以A為切點的切線方程式
為x0x ( y0y (
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【證明】圓C：x2 ( y2 ( dx ( ey ( f ( 0
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設Q(x﹐y)為圓C過A(x0﹐y0)之切線上的任意點　
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	隨堂練習

	自點P(8﹐1)作圓C：x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 7 ( 0的切線，切點為A與B，則
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方程式為　　　　。


【解析】點P(8﹐1)(圓C　∴　x2 ( x0 x，x (
[image: image251.wmf]2

0

x

x

+

，y2 ( y0 y，y (
[image: image252.wmf]2

0

y

y

+

代入
得8x ( y ( 2(
[image: image253.wmf]2

8

x

+

) ( 4(
[image: image254.wmf]2

1

y

+

) ( 7 ( 0　(　7x ( y ( 17

	隨堂練習

	過點(1﹐3)且與圓(x ( 1)2 ( (y ( 2)2 ( 5相切的直線方程式為　　　　　。


【解析】點P(1﹐3)(圓C
故所求切線L：(1 ( 1)(x ( 1) ( (3 ( 2)(y ( 2) ( 5，得L：2x ( y ( 5 ( 0
	範例4 

	若圓x2 ( y2 ( 6x ( ky ( ( ( 0切直線3x ( 4y ( 8於點(4﹐1)，則2k ( (的值為　　　　　。


【解析】圓x2 ( y2 ( 6x + ky ( ( ( 0切直線3x ( 4y ( 8於點(4，1)
故圓在點(4﹐1)的切線方程式4x ( y ( 6．
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	隨堂練習

	直線L﹕4x ( 3y ( c ( 0與圓C﹕x2 ( y2 ( dx ( ey ( 20 ( 0相切於A( ( 2,2)﹒求

(1)c之值﹒  (2)對數(d,e)﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)A( ( 2,2)是切點﹐代入直線方程式得 ( 8 ( 6 ( c ( 0  (  c ( 14﹒
(2)圓的標準式﹕
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  ∵切線L垂直於圓心跟切點的連線
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﹐經化簡得3d ( 4e ( 4 ( 0﹒
  又A( ( 2,2)是切點﹐代入圓方程式得 ( 2d ( 2e ( 12 ( 0﹐即d ( e ( 6 ( 0﹒
  解聯立方程組
[image: image266.wmf]3440

60

de

de

++=

ì

í

-+=

î

﹐得(d,e) ( ( ( 4,2)﹒

	範例5 

	求過P(1﹐1)且與圓x2 ( (y ( 3)2 ( 1相切的直線方程式：　　　　　。（兩解）


【解析】P(1，1)代入圓方程式得12 ( (1 ( 3)2 ( 5 ( 1　∴　P在圓外
設切線為y ( 1 ( m(x ( 1)，即mx ( y ( m ( 1 ( 0
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　(　切線y ( 1 ( (
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(x ( 1)
另一切線無斜率，即x ( 1
	隨堂練習

	過圓外一點P( ( 4﹐3)作圓x2 ( y2 ( 4x ( 0的兩切線，其切線方程式為何？


【解析】設過P( ( 4，3)之切線L為y ( 3 ( m(x ( 4)
而圓C：(x ( 2)2 ( y2 ( 4之圓心A( ( 2，0)，半徑r ( 2　
∵　相切　∴　d(A，L) (
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故切線L為y ( 3 (
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(x ( 4)及x ( ( 4
	範例6 

	圓C：x2 ( y2 ( 2x ( 2y ( 2 ( 0，過其外部一點P(4﹐3)作兩切線，
(1)其兩切線方程式為　　　　　。
(2)其二切點為M，N，求△PMN之外接圓方程式為　　　　　。
（以x2 ( y2 ( dx ( ey ( f ( 0形式表之）
(3)自P作圓C之一條割線，交圓C於A，B兩點，則
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【解析】(1)圓C：(x ( 1)2 ( (y ( 1)2 ( 4，圓心Q(1，1)，半徑r ( 2
設過P(4﹐3)之切線L：y ( 3 ( m(x ( 4)
則d(Q，L) (
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故切線分別為y ( 3 ( 0(x ( 4)或y ( 3 (
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　(　
△PMN之外接圓即以P(4﹐3)，Q(1﹐1)為直徑之圓　
(　(x ( 1)(x ( 4) ( (y ( 1)(y ( 3) ( 0，
得x2 ( y2 ( 5x ( 4y ( 7 ( 0
(3)由平面幾何定理知
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	隨堂練習

	（　　　）已知圓C：x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 0的圓心為O點﹐直線L：3x ( 4y ( 7﹐設圓C和

直線L交於A﹑B兩點﹐過A﹑B兩點分別做圓C的切線﹐而此兩切線交於D點﹐試問下列

敘述哪些為真﹖　(1)圓C的半徑為5　(2)
[image: image285.wmf]AB

的線段長為4　(3)D點的坐標為(5, 3)　

(4)△OAB的外接圓方程式為x2 ( y2 ( 5x ( y ( 4 ( 0　

(5)圓C上到D點的距離為正整數的點﹐共有8個﹒
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【100建國中學期中考】
【解析】(1)C：x2 ( y2 ( 4x ( 2y ( 0  
(  (x ( 2)2 ( (y ( 1)2 (
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   即直線L交圓C於(1 , 1)﹑(
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[image: image294.wmf]11

11420

22

217

217

55

()420

5522

xy

xy

xy

xy

++

ì

×+×-×+×=

ï

ï

í

+-+

ï

+--×+×=

ï

î

  (  
[image: image295.wmf]21

112490

xy

xy

-=-

ì

í

--=

î

﹐
   解得x ( 5﹐y ( 3﹐即交點D(5 , 3)﹒
(4) OABD四點共圓且
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可為3﹑4﹑5﹑6﹑7共10組（一個整數距有兩點）﹒
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故選(2)(3)﹒
	隨堂練習

	（　　　）點P((5,4)到圓x2 + y2 ( 4x ( 6y ( 12 = 0作切線﹐切點為A﹐B﹐下列敘

述何者正確﹖　(1)
[image: image303.wmf]PA

= 5　(2)(APB = 60(　(3)△APB的面積為25平方單位
(4)
[image: image304.wmf]AB
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直線方程式為7x ( y + 14 = 0　(5)△APB的外接圓方程式為x2 + y2 + 3x ( 7y + 2 = 0﹒


【臺南女中期中考】
【解析】(1)
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(2)圓心Q (2,3)﹐半徑r = 5﹐如圖﹐( = 45( ( (APB = 2( = 90(﹒
(3)∵(APB ( 90(﹐
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(5)如圖﹐
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　即(x + 5)(x ( 2) + (y ( 4)(y ( 3) = 0 ( x2 + y2 + 3x ( 7y + 2 = 0﹒
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故選(1)(4)(5)

	範例7 

	在坐標平面上A (7 , 8)有一光源﹐將圓C﹕x2 ( y2 ( 4x ( 6y ( 12 ( 0投射到x軸的影長為何﹖


【92師大附中期中考】
[image: image424.png]


【解析】設切線L﹕y ( 8 ( m(x ( 7)　(　mx ( y ( 7m ( 8 ( 0﹐
圓心O (2 , 3)﹐半徑r ( 1﹐∵　相切﹐∴　d (O , L) ( r　
(　
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	範例8 

	設曲線y (
[image: image324.wmf]2

1

x

-

與直線y ( x ( k相交n個點，則  (A)當 (
[image: image325.wmf]2

( k (
[image: image326.wmf]2

時，n ( 2　
(B)當k (
[image: image327.wmf]2

或k ( ( 1時，n ( 0　(C)當1 ( k (
[image: image328.wmf]2

時，n ( 2　(D)當 ( 1 ( k ( 1時，n ( 1　
(E)當k ( (
[image: image329.wmf]2

時，n ( 1。


[image: image425.png]


【解析】(1)如圖： y (
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	隨堂練習

	已知(：y (
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與直線L：y ( x ( k有相異二交點，則k之範圍為　　　　　。
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【解析】如圖：(：y (
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L1：y ( x ( k過( ( 1，0)　(　L1：y ( x ( 1
L2：y ( x ( k與( 相切，則d(O，L2) (
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	隨堂練習

	（　　　）4.設
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﹐則　(1)此方程式的圖形是一個完整的圓　(2) x2 + (y + 1)2的最大值為9　(3) x2 + (y + 1)2的最小值為5　(4) 3x + 4y的最大值為10　(5) 3x + 4y的最小值為(6﹒


【解析】(1)∵4 ( x2 ( 0﹐∴(2 ( x ( 2且0 ( y ( 2﹐
　又y2 = 4 ( x2﹐∴x2 + y2 = 4 (原式表上半圓﹒
(2)(3)∵x2 + (y + 1)2 = x2 + y2 + 2y + 1 = 4 + 2y + 1 = 2y + 5﹐
　　且0 ( y ( 2﹐∴最大值= 2 ( 2 + 5 = 9﹐最小值= 2 ( 0 + 5 = 5﹒
(4)(5)令3x + 4y = k﹐∴k與x或y截距皆成正比﹒
　　(當(x, y) = ((2,0)時﹐k有最小值= 3 ( ((2) + 4 ( 0 = (6﹔
　　(當3x + 4y = k與x2 + y2 = 4相切於上半部時﹐k有最大值
　　　(
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故選(2)(3)(4)(5)
	範例9 

	知P(x，y)((：x ( 1 (
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【解析】(：x ( 1 (
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(1)如圖：當(x﹐y) ( (1﹐( 2)時，3x ( y ( 5為最大值

(2)若P(x﹐y)((，A( ( 3﹐0)，則
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由圖可知
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	隨堂練習

	.設y ( ( 3 (
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，則x2 ( y2的最大值為　　　　　，最小值為　　　　　。
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【解析】y ( ( 3 (
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(　(x ( 2)2 ( (y ( 3)2 ( 4為圓心Q(2，( 3)，半徑2的圓
而(式的圖形為此圓的一部分（上方半圓，因y ( ( 3）。
如圖：圓的直徑
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，(的圖形為上方半圓（實線部分），
x2 ( y2表示圖形上的點(x，y)與原點O的距離平方
(1) x2 ( y2的最大值為
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	範例10 

	同時與x軸及直線24x ( 7y ( 24 ( 0相切的圓，其圓心所形成的圖形為何？
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【解析】設圓心坐標為(x﹐y)，則
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故得3x ( 4y ( 3 ( 0或4x ( 3y ( 4 ( 0，
即圓心所成的圖形為一對垂線
但24x ( 7y ( 24 ( 0與x軸的交點( ( 1，0)除外
	範例11 

	[image: image430.emf]A

B

C

D

K(4,4)

2

x y

+1=0

為慶祝建國101年而施放的高空煙火呈現「| o |」的對稱圖形﹐
如圖所示﹒已知
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且A﹐B兩點所在的直線方程式為
2x ( y ( 1 ( 0﹐圓(的方程式為
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求C﹐D兩點所在的直線方程式為____________﹒
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【解析】設圓心K﹐K(4,4)﹐L1 : 2x ( y ( 1 ( 0﹐令L2 : 2x ( y ( k ( 0﹐
則d(K, L1) ( d(K, L2)
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L2 : 2x ( y ( 9﹒

	範例12 

	小龍女與郭靖從一半徑24公尺圓形城堡中心各向北與向西走﹐已知小龍速度為老騰速度的
[image: image371.wmf]4

3

倍﹐則小龍女走多少公尺後才可以在城堡外看見郭靖﹖
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【解析】建立坐標系
設城堡的圓心為O(0,0)﹐半徑為24
(城堡所在圓方程式為x2 ( y2 ( 576
小龍女與郭靖從城堡中心各向北與向西走﹐走到A﹐B時﹐
小龍才可以在城堡外看見老騰
∵小龍女速度為郭靖速度的
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設直線AB的方程式為
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(  k ( 40﹐( 40﹐
由圖知直線AB方程式應為4x ( 3y ( 120 ( 0﹐故A(0,40)﹐
也就是小龍女走40公尺後才可以在城堡外看見郭靖﹒


	主題4：圓系

	1.根軸【等冪軸】：
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2.圓系：
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交點之圓系：先求根軸再求根軸與圓之圓系求之。


	範例1 

	過圓C：x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0與直線x ( 2y ( 2 ( 0之交點，並過(2﹐3)之圓的方程式為何？


【解析】設所求之圓：x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( k(x ( 2y ( 2) ( 0
過(2﹐3)　(　22 ( 32 ( 2．2 ( 4．3 ( 1 ( k(2 ( 2．3 ( 2) ( 0　
(　13 ( 4 ( 12 ( 1 ( 10k ( 0　(　k ( ( 2
故所求為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 2(x ( 2y ( 2) ( 0　(　x2 ( y2 ( 4x ( 5 ( 0

	範例2 

	試求通過圓x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0與直線2x ( y ( 4 ( 0的交點，且切於x軸的圓方程式：
　　　　　。（兩解）


【解析】設過圓與直線的圓為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( ( (2x ( y ( 4) ( 0
即(x ( 1 ( ()2 ( (y ( 2 (
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(2 ( 4　(　( ( 0或2
∴　因為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0或x2 ( y2 ( 6x ( 6y ( 9 ( 0
	隨堂練習

	求過圓x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0與直線2x ( y ( 4 ( 0之交點，且與y軸相切的圓方程
式。（兩解）﹒


隨堂練習.   
【解析】設所求的方程式為x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( k(2x ( y ( 4) ( 0……(
令x ( 0得y2 ( (k ( 4)y ( 4k ( 1 ( 0……(
因(與y軸相切，故(有等根　∴　(k ( 4)2 ( 4(4k ( 1) ( 0
即k2 ( 8k ( 12 ( 0　∴　k ( 2，6
故x2 ( y2 ( 6x ( 6y ( 9 ( 0與x2 ( y2 ( 14x ( 10y ( 25 ( 0為所求
	隨堂練習

	一圓過圓x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0與直線2x ( y ( 4 ( 0的交點且半徑為3，此圓有兩
個，其中圓心在第一象限的圓之方程式為　　　　　。


【解析】過圓x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1 ( 0與直線2x ( y ( 4 ( 0交點的圓系方程式為
(x2 ( y2 ( 2x ( 4y ( 1) ( k(2x ( y ( 4) ( 0
合併　(　x2 ( y2 ( 2(k ( 1)x ( (k ( 4)y ( 4k ( 1 ( 0……(
配方　(　(x ( k ( 1)2 ( (y (
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得x2 ( y2 ( 6x ( 6y ( 9 ( 0及x2 ( y2 ( 2x ( 2y ( 7 ( 0
圓心在第一象限者為x2 ( y2 ( 2x ( 2y ( 7 ( 0，即(x ( 1)2 ( (y ( 1)2 ( 9
	範例3 

	二圓C1：x2 ( y2 ( 3x ( 3y ( 8 ( 0，C2：x2 ( y2 ( 7x ( 6y ( 10 ( 0相交於二點A，B，則以
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為直徑的圓的方程式為　　　　　。


【解析】C1：x2 ( y2 ( 3x + 3y ( 8 ( 0，C2：x2 ( y2 ( 7x ( 6y ( 10 ( 0
C1，C2的根軸L：(x2 ( y2 ( 3x ( 3y ( 8) ( (x2 ( y2 ( 7x ( 6y ( 10) ( 0　
(　4x ( 3y ( 2 ( 0
設通過A，B的圓系方程式為(x2 ( y2 ( 3x ( 3y ( 8) ( k(4x ( 3y ( 2) ( 0
(　x2 ( y2 ( (4k ( 3)x ( (3k ( 3)y ( 8 ( 2k ( 0
(　
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為直徑的圓，即此圓系中的最小圓，即k2 ( 2k ( 2 ( (k ( 1)2 ( 1有最小值
此時k ( ( 1，故所求圓的方程式為x2 ( y2 ( x ( 6 ( 0
或圓心
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	隨堂練習

	[image: image433.emf]圖中，將圓(x ( 2)2 + y2 = 9上的弧
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摺返，

此摺返的弧與x軸切於點P(1,0)。

(1)求△APB外接圓圓心﹒　
(2)求
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t

的方程式﹒


【師大附中期中考】
【解析】(1)設△ABP的外接圓圓心(h,k)
　( (x ( h)2 + (y ( k)2 = 9﹐
　以P(1,0)為切點的切線方程式為(1 ( h)(x ( h) + (0 ( k)(y ( k) = 9﹐
  又由題意知﹐切線為y ( 0﹐比較係數得(h,k) ( (1, ( 3)﹒
(2) (x ( 1)2 + (y + 3)2 = 9﹐
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