單元1      數列與遞迴
	主題1：數列的意義

	1.數列的定義：將一些實數依序排成一列，形如a1，a2，……，an，……，即形成一數列，以符號〈an〉表示。其中a1稱為第一項（首項），a2稱為第二項，……，以此類推，an稱為第n項，又稱為一般項。
例：數列〈3n〉為3，6，9，12，……。
2.等差數列：一數列若後項減前項的差為固定數，則稱此數列為等差數列，此固定數稱為其公差。※
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(4)在
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個數使其成為等差數列則：
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(5).若將
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來表示此等差數列的規律
3.等比數列：一數列若後項除以前項的比為固定數，則稱此數列為等比數列，此固定數稱為其公比。※
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(5)在
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個數使其成為等比差數列則：
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(6) 
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【等號成立則
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(8).若將
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﹐則此等比數列的遞迴關係式為
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	範例1 

	寫出下列四數列的前五項﹕(1)(3 ( 2n(﹒(2)
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【龍騰自命題】
【解析】(1)5﹐7﹐9﹐11﹐13﹒
(2)
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(3)4﹐( 8﹐16﹐( 32﹐64﹒
(4)0﹐( 3﹐( 8﹐( 15﹐( 24﹒
	隨堂練習

	寫出下列各數列的前五項：　(1) (( ( 1)n (2n ( 3)(　(2)
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【龍騰自命題】
【解析】(1) ( 5﹐7﹐( 9﹐11﹐( 13﹒
(2)
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	範例2 

	依下列各數列(an(之規則, 求下列各數列之一般式﹒
(1)5, 8, 11, 14, 17,
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(3) 1﹐( 1﹐1﹐( 1﹐1﹐( 1,…﹒
(4) 2﹐( 2﹐2﹐( 2﹐2,…﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)表首項為5﹐公差為3之等差數列
　an ( a1 ( (n ( 1)d ( 5 ( (n ( 1) ( 3 ( 3n ( 2﹒
(2)表首項為
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　an ( a1 ( rn ( 1 (
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	範例3 

	（　　　）.數列(an(﹐滿足a1 ( 2﹐an ( 1 (
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﹐則a1000的值為　(1) 2　(2) ( 1　(3)
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【龍騰自命題】
【解析】a1 ( 2﹐a2 ( ( 1﹐a3 (
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由循環性知每3個一循環﹐1000÷3 ( 333…1﹐故a1000 ( 2﹒
故選(1)﹒
	範例4 

	將自然數用括弧分組如下（第n組有n個數）﹕(1)﹐(2 , 3)﹐(4 , 5 , 6)﹐(7 , 8 , 9 , 10)﹐…
(1)第100個括弧的第100個數是____________﹒
(2)100是第m個括弧的第n個數﹐則數對(m , n)為____________﹒﹒


【解析】(1)第100個括弧的第100個數( 1 ( 2 ( 3 (…( 100 (
[image: image53.wmf](101)(100)
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(2)1 ( 2 (…( k ( 100﹐k ( 13.…﹐∴1 ( 2 ( 3 (…( 13 ( 91﹐
　∴100為第14括弧內第9個數﹐(m , n) ( (14 , 9)﹒
	隨堂練習

	有一數對序列如下﹕(1﹐1)﹐(2﹐1)﹐(1﹐2)﹐(3﹐1)﹐(2﹐2)﹐(1﹐3)﹐(4﹐1)﹐(3﹐2)﹐
(2﹐3)﹐(1﹐4)﹐…﹐則﹕(1) (12﹐21)為第幾項﹖  (2)第101項為何﹖


【解析】先分群如下﹐
第1群﹕(1﹐1) ( 數字和為2﹐有1項﹐
第2群﹕(2﹐1)﹐(1﹐2) ( 數字和為3﹐有2項﹐
第3群﹕(3﹐1)﹐(2﹐2)﹐(1﹐3) ( 數字和為4﹐有3項﹐
　[image: image54.wmf]M


故第n群之數字和為n + 1﹐有n項﹒
(1)∵(12﹐21)之數字和為33﹐∴在第32群中之第21項﹐
　又前31群共有1 + 2 + 3 + … + 31 =
[image: image55.wmf]31
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項
　( (12﹐21)在第496 + 21 = 517項﹒
(2)∵前n群共有1 + 2 + … + n
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﹐∴第101項應在第14群中的第10項 ( 數字和 = 15﹐
　∴所求為(5﹐10)﹒
	範例5 

	已知等差數列(an(中a2 ( 30﹐a6 ( 14﹐求a22及一般項an


【龍騰自命題】
【解析】因為a6 ( a2 ( 4d﹐所以14 ( 30 ( 4d﹐解得d ( ( 4﹐
又由a2 ( a1 ( d﹐得a1 ( a2 ( d ( 30 ( ( ( 4) ( 34﹒
由一般項an ( a1 ( (n ( 1)d﹐得an ( 34 ( (n ( 1)( ( 4) ( 38 ( 4n﹐
再將n ( 22代入﹐得a22 ( 38 ( 4(22 ( ( 50﹒
	隨堂練習

	（　　　）有一等差數列﹐第10項是23﹐第25項是( 22﹐則下列何者為負﹖　

(1)首項　(2)公差　(3)第17項　(4)第18項　(5)第19項﹒


【龍騰自命題】
【解析】設此數列為(an(﹐公差為d﹐
an ( a1 ( (n ( 1)d﹐
a10 ( a1 ( 9d ( 23……(
a25 ( a1 ( 24d ( ( 22……(
解((得d ( ( 3﹐a1 ( 50﹐
an ( 50 ( (n ( 1)( ( 3) ( 0﹐
3n ( 53 (取n ( 18﹐
∴第18項開始為負﹒
故選(2)(4)(5)﹒
	範例6 

	一等差數列各項皆為正數﹐若前三項的和是21﹐且積是280﹐求此數列的第15項﹒

	


【龍騰自命題】
【解析】設此數列前三項為a ( d﹐a﹐a ( d﹐由題意得
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由(得3a ( 21 ( a ( 7代入(得(7 ( d) ( 7 ( (7 ( d) ( 280
( 49 ( d2 ( 40 ( d2 ( 9 ( d ( ± 3﹐
若d ( 3﹐則此數列為4﹐7﹐10﹐13﹐16﹐…﹐
若d ( ( 3﹐則此數列為10﹐7﹐4﹐1﹐( 2﹐…（不合）﹐
故此數列的第15項為4 ( (15 ( 1) ( 3 ( 46﹒
	範例7 

	在118和
[image: image60.wmf]15

-

之間插入六個數﹐使這八個數成等差數列﹐則下列何者是此六數之一﹖　
(1) ( 4　(2) 32　(3) 42　(4) 81　(5) 99﹒


【龍騰自命題】
【解析】設公差為d﹐
所求數列中﹐118為首項﹐( 15為第8項﹐
∴( 15 ( 118 ( (8 ( 1)d ( d ( ( 19﹐
∴此六數為99﹐80﹐61﹐42﹐23﹐4﹒
故選(3)(5)﹒
	隨堂練習

	在( 13和20兩數之間插入k個數﹐使這k ( 2個數成等差數列﹒若a4 ( ( 4﹐求k之值﹒


【龍騰自命題】
【解析】a1 ( ( 13﹐ak ( 2 ( 20﹐
ak ( 2 ( ( 13 ( (k ( 1)d ( 20……(
a4 ( ( 13 ( 3d ( ( 4……(
由(得d ( 3﹐代入(﹐k ( 10﹒
	範例8 

	如圖是某年三月的月曆﹐其中黑線所圍的4天的日期和為84﹐問該年的四月1日是星期幾﹖
[image: image61.emf]五 四 三 二 一 日 六





【龍騰自命題】
【解析】設此4天的日期分別為a﹐a ( 1﹐a ( 7﹐a ( 8﹐
則4a ( 16 ( 84﹐解得a ( 17﹐因此三月17﹐24﹐31日均為星期三﹐
故依序可推得四月1日是星期四﹒

	隨堂練習

	某年二月有四天是星期三﹐而且這四天日期的數字和為50﹐問：
(1)該年二月的第一個星期三是幾日？
(2)該年的元旦是星期幾？


[image: image544.jpg]


【解析】(1)設第一個星期三為二月a日﹐則四天的日期數字和為
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﹐即第一個星期三是二月2日﹒
(2)因為一月有31日﹐又二月2日是星期三﹐
所以往回推可得一月26日﹐19日﹐12日﹐
5日均為星期三﹒因此﹐元旦是星期六﹒
	範例9 

	設自然數m ( n，若一等差數列的第m項為a，第n項為b，則第m ( n項為　　　　　。


【解析】由題意知：
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因為m ( n，故由( ( (則得公差d (
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am ( n ( am ( [(m ( n) ( m]．d ( a ( n．
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	隨堂練習

	有一等差數列( an (，已知am ( n2，an ( m2，m ( n，則am ( n (　　　　　。


【解析】設( an (之公差為d　∵　am ( an ( (m ( n)d ( n2 ( m2　∵　m ( n ( 0
∴　d ( ( (m ( n)　∴　am ( n ( am ( nd ( n2 ( n [( (m ( n)] ( ( mn
	隨堂練習

	設a﹐b﹐c均為整數﹐1 ( a﹐b﹐c ( 9﹐已知a﹐b﹐c成等差數列﹐且
[image: image70.wmf]0.0.41.2
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﹐則序組(a , b , c)=____________﹒


【解析】原式
[image: image71.wmf]4020
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　　( 11a ( (40 ( b) ( 99 ( 20 ( c
　　( 11a ( b ( c ( 79……(
又a﹐b﹐c成等差數列﹐∴a ( c ( 2b﹐代入(式消去c得b ( 12a ( 79﹐
∴取a ( 7 ( b ( 5﹐c ( 3﹒∴(a , b , c)= (7 , 5 , 3)
【龍騰自命題】
	範例10 

	已知24﹐12﹐6﹐…﹐
[image: image72.wmf]3
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是一個等比數列﹐
求(1)首項a及公比r﹒　(2)第五項的值﹒　(3)
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【龍騰自命題】
【解析】(1)首項a ( 24﹐公比
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(2)第五項
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(3)設
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	隨堂練習

	等比數列x，3x ( 3，4x ( 4，…，求第4項為　　　　　（不可以x表示）。


【解析】
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	範例11 

	（　　　）已知
[image: image91.wmf]2
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﹐32﹐…是一個等比數列﹐則下列何者正確﹖　

(1)公比為
[image: image93.wmf]2

　(2)第5項為
[image: image94.wmf]322

　(3)第8項超過1000　(4)第8項超過2000　

(5)第9項超過5000﹒


【龍騰自命題】
【解析】公比為
[image: image95.wmf]4
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a5 ( 32(
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a9 ( 2048 ( 2
[image: image100.wmf]240962
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( 5000﹒
故選(3)(4)(5)﹒
	隨堂練習

	（　　　）已知〈an〉是一等比數列﹐且前9項的乘積是512﹐試問a3與a7的乘積

為　(1)
[image: image101.wmf]2

　(2) 2　(3) 4　(4) 8﹒


【龍騰自命題】
【解析】設首項為a﹐公比為r﹐an ( arn ( 1﹐
因前9項的乘積為a9r36 ( 512﹐知ar4 ( 2﹐得a3a7 ( (ar4)2 ( 4﹒

	範例12 

	在4與64之間插入a﹐b﹐c三個正數﹐使4﹐a﹐b成等比數列﹐b﹐c﹐64亦成等比數列﹐

且a﹐b﹐c成等差數列﹐求序組(a,b,c)﹒


【龍騰自命題】
【解析】
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	隨堂練習

	設a，b，c ( N，1 ( a ( b ( c ( 9，且( 0.
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【解析】(1) 0.
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	範例13 

	已知三個數為等比數列﹐且三個數之和為42﹐其平方和為756﹐求此三數﹒


【教冊題】
【解析】設三數為a﹐ar﹐
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	隨堂練習

	設三正整數成一等比數列，其和為52，倒數和為
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【解析】
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	範例14 

	三角形三邊長成G.P.，公比r，試證：
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【證明】設三邊長為a，ar，ar2，r ( 0，a ( 0，則
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	範例15 

	（　　　）設a﹐b﹐c成等比﹐而a﹐x﹐b成等差﹐且b﹐y﹐c成等差﹐則
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【龍騰自命題】
【解析】∵a﹐b﹐c成等比﹐∴b = ar﹐c = ar2﹐其中r為公比﹐
又a﹐x﹐b成等差(
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	範例16 

	在2與12之間插入兩正數a﹐b﹐使得2﹐a﹐b三數為等比數列﹐且a﹐b﹐12三數為等差

數列﹐求a﹐b兩數﹒


【龍騰自命題】
【解析】因為2﹐a﹐b三數為等比數列﹐所以a2 ( 2b﹐
又因為a﹐b﹐12三數為等差數列﹐所以2b ( a ( 12﹒
因此a2 ( a ( 12﹐解得a ( ( 3或a ( 4﹒
因為a﹐b均為正數﹐所以a ( 4﹐b ( 8﹒
	隨堂練習

	已知1﹐a﹐b﹐15四數中﹐前三數成等比數列﹐後三數成等差數列﹐求a﹐b的值﹒


【龍騰自命題】
【解析】因為1﹐a﹐b成等比數列﹐所以
[image: image174.wmf]1
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又因為a﹐b﹐15成等差數列﹐所以b ( a ( 15 ( b﹐即2b ( a ( 15﹒
將b ( a2代入2b ( a ( 15中﹐整理得2a2 ( a ( 15 ( 0﹐
因式分解得(2a ( 5)(a ( 3) ( 0﹐解得
[image: image175.wmf]5

2

a

=-

或3﹒
故
[image: image176.wmf]5

2

a

=-

﹐
[image: image177.wmf]25

4

b

=

或a ( 3﹐b ( 9﹒
	隨堂練習

	（　　　）設a﹐b為相異正數﹐若a﹐x﹐y﹐b成A.P.﹐a﹐u﹐v﹐b成G.P.（u﹐
[image: image178.wmf]v
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則下列哪些選項必成立﹖　(1) x + y = a + b　(2) uv = ab　(3) a > x > y > b　(4) a < x < y < b　

(5) a > u > v > b﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)(2)設a﹐x﹐y﹐b的公差為d﹔a﹐u﹐v﹐b的公比為r
　　∴x = a + d﹐y = a + 2d﹐b = a + 3d﹔u = ar﹐v = ar2﹐b = ar3
　　∴x + y = 2a + 3d = a + b﹔uv = a2r3 = ab﹒
(3)(4)∵d =
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　(當a > b時﹐0 < r < 1 ( a > u > v > b　
(當a < b時﹐r > 1 ( a < u < v < b﹒故選(1)(2)
	隨堂練習

	（　　　）假設實數a1﹐a2﹐a3﹐a4是一個等差數列﹐且滿足0 < a1 < 2及a3 = 4﹒

若定義bn =
[image: image181.wmf]2
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﹐則以下哪些選項是對的？　(1) b1﹐b2﹐b3﹐b4是一個等比數列　

(2) b1 < b2　(3) b2 > 4　(4) b4 > 32　(5) b2 × b4 = 256﹒


【95學測】
【解析】設
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   ( 1 ( d ( 2　∴ 公比：2 ( 2d ( 4 ( b1 ( b2
(3)○；∵ a2 ( a3 ( d　∴ 2 ( a2 ( 3 ( 4 ( 
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故選(1)(2)(3)(4)(5)﹒
	範例17 

	瓶內裝滿酒精﹐用去
[image: image188.wmf]4

1

後用水加滿﹐第二次又用
[image: image189.wmf]4

1

後再用水加滿﹐連續五次﹐則最後瓶內之酒精含量為____________%﹒（取近似值至第二位小數）


【解析】 第一次剩
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	隨堂練習

	設△ABC是邊長1的「直立」正三角形﹐取三邊中點並兩兩連線﹐將△ABC四等分﹐得到三個「直立」正三角形和一個「倒立」正三角形（如圖(2)之陰影區）﹒將「倒立」正三角形移走﹐再將剩下的三個「直立」正三角形﹐依照前述步驟分割﹐並移去「倒立」正三角形﹐則第4次移走「倒立」正三角形之後﹐總共移走的面積為____________﹒
[image: image193.emf]A
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        圖(1)                   圖(2)                  圖(3)




【解析】每次移走
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	主題2：遞迴關係
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	範例1 

	設數列(an(滿足a1 ( 1且
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【中山女中期中考】
【解析】
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	範例2 

	數列(an(的遞迴關係式為
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﹐求一般項an﹒


【龍騰自命題】
【解析】由關係式得出
　a2 ( ( 2a1
　a3 ( ( 2a2
　a4 ( ( 2a3
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【另解】∵a1 ( 3﹐又
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	隨堂練習

	數列(an(的遞迴關係式為
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【龍騰自命題】
【解析】(1)由關係式
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	範例3 

	( an (為一數列，已知Sn ( a1 ( a2 ( a3 ( … ( an ( n2 ( 3，(n ( N，則an (　　　　　。


【解析】
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	隨堂練習

	設數列( an (之前n項和Sn (
[image: image257.wmf]1
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【解析】∵　Sn (
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	隨堂練習

	有一數列{an}的前n項（從第1項到第n項）和為n2 ( 6n ( k，其中k是常數（即k之值固定，
不隨n變化）。則下列敘述何者正確？  (A) a1 ( 7 ( k　(B) a6 ( a5 ( ( 2　

(C)數列{an}為等差數列的充要條件是k ( 0　(D) an ( an ( 1 ( 2，其中n ( 3，4，5，…　

(E) a10 ( 25


【解析】Sn (
[image: image271.wmf]å
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(E) an ( Sn ( Sn ( 1 ( n2 ( 6n ( k ( (n ( 1)2 ( 6 (n ( 1) ( k ( 2n ( 5，當n ( 2，3，…
∴　a10 ( 2 ( 10 ( 5 ( 25
故選(A)(C)(D)(E)
	範例4 

	設數列( an (滿足下列條件a1 ( 1，an ( 1 ( an ( (n ( 1)3，求此數列的一般項an，則an ( 　　　。


【解析】a1 ( 1

        a2 ( a1 ( 23
　    　a3 ( a2 ( 33
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	範例5 

	設數列<an>滿足
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﹐求一般項an﹒


【龍騰自命題】
【解析】逐一列出數列各項﹐如下﹕
a1 = 1﹐
a2 = 2a1 + 2﹐
a3 = 2a2 + 3 = 2(2a1 + 2) + 3 = 22 ( a1 + 2 × 2 + 3﹐
a4 = 2a3 + 4 = 2(22a1 + 2 × 2 + 3) + 4 = 23 ( a1 + 2 × 22 + 3 × 2 + 4﹐
　　　　　(
an = 2an ( 1 ( n ( 2n ( 1 ( a1 ( [2 ( 2n ( 2 ( 3 ( 2n ( 3 ( … ( (n ( 1) ( 2 ( n]﹐
設S ( 2 ( 2n ( 2 ( 3 ( 2n ( 3 ( … ( (n ( 1) ( 2 ( n……(﹐
則2S ( 2 ( 2n ( 1 ( 3 ( 2n ( 2 ( … ( (n ( 1) ( 22 ( 2n……(﹐
由( ( (﹐得
S ( 2 ( 2n ( 1 ( (2n ( 2 ( 2n ( 3 ( … ( 22 ( 2) ( n
 ( 2n ( 1 ( (2n ( 1 ( 2n ( 2 ( … ( 22 ( 2 ( 1) ( (1 ( n)
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因此﹐an ( 2n ( 1 ( [2n ( 2n ( 1 ( (n ( 2)] ( 2n ( 2 ( 2n ( 1 ( (n ( 2)
　　　　( 2n ( 2n ( (n ( 2) ( 2n ( 1 ( (n ( 2)﹐
所以﹐一般項an ( 2n ( 1 ( (n ( 2)﹒
	範例6 

	一數列{an}的遞迴定義式：a1 ( 2，an ( 1 ( an ( (
[image: image278.wmf]3
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)n，n(N，試求這個數列的一般項

an ( 　　　　　。（以n的式子表示）﹒


【解析】
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	範例7 

	設a1 ( 1，對任意正整數n，an ( 1 (
[image: image284.wmf]2
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an ( 3恆成立，我們可將它化成

an ( 1 ( ( (
[image: image285.wmf]2
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(an ( ()的等比形式，則( (　　　　，從而再求出an (　　　　。﹒


【解析】(1)∵　an ( 1 ( ( (
[image: image286.wmf]2
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	隨堂練習

	一數列( an (，已知a1 ( 3，an ( 1 ( 2an ( 1，n ( N，則an (　　　　　。


【解析】(1)∵　an ( 2 ( 2an ( 1 ( 1
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an ( 3(2n ( 1) ( 2n ( 2 ( … ( 23 ( 22 ( 2 ( 1 ( 2n ( 1 ( 1
	範例8 

	（　　　）設數列(an(中滿足a1 ( 2且an ( 1 ( 2 (
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為正整數﹐由此可推得下列何者為

真？　(1)
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【龍騰自命題】
【解析】(1)○：∵
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(2)○：
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(3)○：
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(4)(5)○：由上可推得
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故選(1)(2)(3)(4)(5)﹒
	隨堂練習

	（　　　）已知數列an+1 = an + 2n﹐
[image: image312.wmf]n

Î
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且a1 = 3﹐則下列何者正確﹖　(1) a2 = 4
(2) a3 = 9　(3) a4 = 15　(4) an = 3 + n(n + 1)　(5) an = 3 + n(n ( 1)﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)╳﹔a2 = a1 + 2(1 = 3 + 2 = 5﹒　(2)○﹔a3 = a2 + 2(2 = 5 + 4 = 9﹒
(3)○﹔a4 = a3 + 2(3 = 9 + 6 = 15﹒　(4)╳﹒
(5)○﹔
　　　
[image: image313.emf]         a n  + 1  a n  = 2 n        a 2      a 1     = 2      1            a 3      a 2     = 2      2          



      



  + )       a n      a n  1   = 2      ( n      1)   a n      a 1  = 2[1 + 2 +  …  + ( n      1)]  


　　　(an = a1 + 2(
[image: image314.wmf](1)[1(1)]
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 = 3 + (n ( 1) ( n﹒
故選(2)(3)(5)﹒
	範例9 

	如下圖﹐將所有的正整數依序排列：第一列為1﹐第二列為2﹐3﹐第三列為4﹐5﹐6﹐以此類推﹒設an為第n列中最右邊的數字﹒
(1)寫出數列(an(的遞迴關係式﹒
(2)求a7﹒
[image: image315.emf]2 3 15 6 4 8 9 7 10 …




【龍騰自命題】
【解析】(1)觀察數字圖發現﹕每一列的數字個數依序為1﹐2﹐3﹐4﹐…﹐因此可得第
[image: image316.wmf]n

列中最右邊的數字依序為1﹐1 ( 2﹐(1 ( 2) ( 3﹐(1 ( 2 ( 3) ( 4﹐…﹐
故數列(an(的遞迴關係式為
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(2)由遞迴關係式得a5 ( a4 ( 5 ( 15﹐a6 ( a5 ( 6 ( 21﹐a7 ( a6 ( 7 ( 28﹒ 
	範例10 

	平面上n條直線﹐任兩條不平行﹐任三條不共點﹐此n條直線將平面分割成an個區域﹐則

(1)求a1﹐a2﹐a3﹐a4﹒(2)寫出(an(的遞迴關係式﹒(3)求第n項an（以n表示）﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1) n ( 1 ( a1 ( 2　　　　 n ( 2 ( a2 ( 4
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(2)第n ( 1條直線Ln ( 1與前n條直線L1﹑L2﹑……Ln分別有一個交點﹐所以Ln ( 1上有n個交點﹐此n個交點將Ln ( 1分成n ( 1個小段﹐每一小段將原先的一區割成二區（新增一區）﹐即增加第n ( 1條直線後﹐新增n ( 1個區﹐故an ( 1 ( an ( (n ( 1)﹒
(3)∵
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	隨堂練習

	平面上有n個圓﹐其中任三個圓均不共點﹐此n個圓最多可將平面分割成an個區域﹐則

(1)求a1﹐a2﹐a3﹐a4﹒(2)寫出(an(的遞迴關係式﹒(3)求第n項an（以n表示）﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1) a1 ( 2　　　　　　a2 ( 4　　　　　　a3 ( 8　　　　　　　a4 ( 14
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(2) a1 ( 2﹐a2 ( a1 ( 2﹐a3 ( a2 ( 2 ( 2﹐a4 ( a3 ( 2 ( 3﹐∴an ( 1 ( an ( 2 ( n﹒
(3)∵
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　∴an ( n2 ( n ( 2﹒
	範例11 

	用正三角形地磚依照如下的規律拼成若干圖形﹐求
(1)第5個圖案有多少塊地磚﹖
(2)第n個圖案有an塊地磚﹐寫下數列(an(的(遞迴關係式並求其(一般式﹒
(3)若有100個正三角形地磚可拼成第n個圖形﹐則n的最大值為何﹖
[image: image335.emf]第
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【龍騰自命題】
【解析】(1)依題意﹐可得a1 ( 8﹐a2 ( 14﹐a3 ( 20﹐a4 ( 26﹐a5 ( 32﹒
(2)觀察第1個﹑第2個與第3個圖形﹐我們發現圖形每次均增加一個
[image: image336.emf]﹐也就是6個正三角形地磚﹐則遞迴關係式為
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（為自然數）

﹔
　一般式為an ( 8 ( (n ( 1) ( 6 ( 6n ( 2﹒
　　a2 ( a1 ( 6
　　a3 ( a2 ( 6
　　a4 ( a3 ( 6
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　　an ( a1 ( (n ( 1) ( 6
(3)an ( 6n ( 2 ( 100 ( n ( 16.333…﹐得n的最大值為16﹒
	隨堂練習

	據說畢達哥拉斯研究過這樣的問題﹕下圖中的黑點分別落在正五邊形的頂點或邊

上﹐第1圖有5個黑點﹐第2圖共有12個黑點﹐第3圖則有22個黑點﹒設an為第n圖中黑

點的總數﹐即a1 ( 5﹐a2 ( 12﹐a3 ( 22﹒
  [image: image340.emf]第 1圖

    [image: image341.emf]第 2圖

    [image: image342.emf]第 3圖


(1)寫出數列(an(的遞迴關係式﹒
(2)求a5﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)將第2圖比第1圖多出的黑點換成其他顏色之後進行比較﹐如下圖所示﹒可知﹕a2比a1多出4個●與3 ( 1個○﹐即a2 ( a1 ( 4 ( 3 ( 1﹒
  [image: image343.emf]第 1圖

    [image: image344.emf]第 2圖


  再將第3圖比第2圖多出的黑點換成其他顏色之後進行比較﹐如下圖所示﹒我們又發現﹕a3比a2多出4個●與3 ( 2個○﹐即a3 ( a2 ( 4 ( 3 ( 2﹒
  [image: image345.emf]第 2圖

    [image: image346.emf]第 3圖


  因此﹐採取同樣的方法﹐可以發現an比an ( 1多出4個●與3 ( (n ( 1)個○﹐也就是說an ( an ( 1 ( 4 ( 3 ( (n ( 1) ( an ( 1 ( (3n ( 1)﹒
  故數列(an(的遞迴關係式為
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(2)利用遞迴關係式﹐可得a4 ( a3 ( (3(4 ( 1) ( 22 ( 13 ( 35﹐
  a5 ( a4 ( (3 ( 5 ( 1) ( 35 ( 16 ( 51﹐故a5 ( 51﹒
	隨堂練習

	設△ABC是邊長為1的正三角形﹒將三邊分別三等分﹐取中間段為一邊向外側作一

個正三角形﹐並且將中間這一段擦去﹐其次將剩下的每一邊再三等分﹐取中間段為一邊向外

作正三角形﹐再將中間這一段擦去﹒依此程序繼續下去﹐得到一系列的圖形﹒試求﹕
[image: image348.png]



(1)第5個圖形的周長﹖第n個圖形的周長﹖

(2)第5個圖形的邊數為何﹖邊數bn的遞迴關係為何﹖bn的一般式為何﹖

(3)面積cn的遞迴關係為何﹖cn的一般式為何﹖重複無窮次之後所得圖形之面積為何﹖


【龍騰自命題】
【解析】(1)a1 ( 1 ( 3 ( 3﹐
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(2)(邊數﹕b5 ( 3 ( 44 ( 768﹒
　(b1 ( 3﹐b2 ( 3 ( 4 ( 4b1﹐
　　b3 ( 3 ( 42 ( 4b2﹐
　　　[image: image355.wmf]M


　　bn ( 3 ( 4n ( 1 ( 4bn ( 1﹐∴　bn的遞迴關係為﹕b1 ( 3﹐bn ( 4bn ( 1﹐n ( 2﹒
　(bn ( 3 ( 4n ( 1﹒


(3)
[image: image356.wmf]2

1

33

1

44

c

=´=

﹐
[image: image357.wmf]2

211

313

()3

4312

ccc

=+´´=+

﹐
[image: image358.wmf]2

322

3134

()34

49129

ccc

=+´´´=´+


　
[image: image359.wmf]222

433

3134

()34()

427129

ccc

=+´´´=´+


　　[image: image360.wmf]M


　
[image: image361.wmf]2

1

34

)()

129

n

nn

cc

-

-

+=+´


　　
[image: image362.wmf]22

33343434

()()

412129129129

n

n

c

-

=++´+´++´

L


　　　
[image: image363.wmf]1

22

4

1()

3344433

9

[1()()]

4

412999412

1

9

n

n

-

-

-

=+++++=+´

-

L


　　　
[image: image364.wmf]11

33343834

[1()][()]

44594559

nn

--

=+´-=-´

　∴
[image: image365.wmf]382

lim3

455

n

n

c

®¥

=´=

﹒
	主題3：數學歸納法

	1數學歸納法原理：設
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表與自然數
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有關之一系列命題，若其滿足下列兩點：
(1)
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為真。
(2)對任意
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，假設
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成立，可推得
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亦成立。
則對所有的自然數
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2.數學歸納法原理之二：設
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有關之一系列命題，若其滿足下列兩點：
(1)
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	範例1 

	一數列(an(定義如下：a1 ( 1﹐an ( 1 ( a1 (…( an﹐n為正整數﹐試寫出一般項an（以n的式

子表示）﹐並驗證你的答案﹒


【龍騰自命題】
【解析】由(an(的前幾項
(1) a1 ( 1﹐a2 ( 1﹐a3 ( 2﹐a4 ( 4﹐a5 ( 8﹐a6 ( 16﹐猜測
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(2)以數學歸納法證明n ( 2時﹐an ( 2n ( 2恆成立﹒
　(當n ( 2時﹐a2 ( 20 ( 1﹐等式成立﹒
　(假設n ( k時﹐等式成立﹐即設ak ( 2k ( 2﹐
　(則n ( k ( 1時﹐
　　ak ( 1 ( a1 ( a2 (…( ak ( 1 ( ak
　　　　 ( ak ( ak ( 2ak ( 2 ( 2k ( 2 ( 2k ( 1 ( 2(k ( 1) ( 2﹐等式亦成立﹒
　　因此n ( 2時﹐an ( 2n ( 2恆成立﹒

	範例2 

	設一數列(an(的首項a1 ( 1且滿足關係式an ( an ( 1 ( 0﹐n為正整數﹐

試求此數列的一般項an﹒


【龍騰自命題】
【解析】觀察此數列開頭幾項﹐
a1 ( 1﹐a2 ( ( a1 ( ( 1﹐a3 ( ( a2 ( 1﹐a4 ( ( a3 ( ( 1﹐…﹐
猜測an ( ( ( 1)n ( 1﹐顯然n ( 1時成立﹒
假設n ( k時成立﹐即ak ( ( ( 1)k ( 1﹐則ak ( 1 ( ( ak ( ( ( ( 1)k ( 1 ( ( ( 1)k﹐
因此an ( ( ( 1)n ( 1恆成立﹒
	範例3 

	設數列(an(的遞迴關係式為
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﹒(1)寫出a2﹐a3﹒

(2)猜測一般項an﹒  (3)使用數學歸納法證明﹕你的猜測是正確的﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)由遞迴關係式可得a2 ( 1 ( 3 ( 4 ( 22﹐a3 ( 4 ( 5 ( 9 ( 32﹒
(2)由(1)猜測an ( n2﹒
(3)(當n ( 1時﹐a1 ( 1 ( 12﹐猜測是正確的﹒
　(設n ( k時猜測正確﹐即ak ( k2﹐則
　　當n ( k ( 1時﹐ak+1 ( ak ( (2(k ( 1) ( 1) ( k2 ( 2k ( 1 ( (k ( 1)2﹐
　　可知猜測是正確的﹒
故由數學歸納法可知﹕我們的猜測是正確的﹐即對於所有的正整數n﹐an ( n2恆成立﹒
	隨堂練習

	設數列(an(中﹐a1 ( 1﹐an ( 1 ( an ( (3n ( 1)﹒(1)請推測an的值（以n表示）﹒

(2)試用數學歸納法證明(1)之結果﹒


【龍騰自命題】
【解析】
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　所有式子相加得
　an ( 1 ( 4 ( 7 (…( (3n ( 2) (
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(2)由數學歸納法證明an (
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( 1 ( (3 ( 1) ( 1﹐原式成立﹒
　(設n ( k時成立﹐即ak (
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　　表示n ( k ( 1時﹐原式亦成立﹒
　由數學歸納法原理知﹐對於所有的正整數n﹐原式成立﹒
	範例4 

	設數列(an(的遞迴關係式為
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﹐(1)寫出a2﹐a3﹒　

(2)猜測一般項an﹒　(3)使用數學歸納法證明你的猜測是正確的﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)由遞迴關係式可得a2 ( 3 ( 2 ( 2 ( 8﹐a3 ( 3 ( 8 ( 2 ( 26﹒
(2)因為a1 ( 2 ( 3 ( 1﹐a2 ( 8 ( 32 ( 1﹐a3 ( 26 ( 33 ( 1﹐所以可以猜得an ( 3n ( 1﹒
(3)(當n ( 1時﹐a1 ( 2 ( 31 ( 1﹐所以猜測是正確的﹒
　(設n ( k時猜測是正確的﹐即ak ( 3k ( 1﹐
　　則當n ( k ( 1時﹐ak ( 1 ( 3ak ( 2 ( 3(3k ( 1) ( 2 ( 3k ( 1 ( 1﹐可知猜測是正確的﹒
　由數學歸納法知﹕對於所有的正整數n﹐an ( 3n ( 1﹒
	範例5 

	設數列 ( an ( 滿足
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(1)試求a2﹑a3﹑a4的值﹐並猜測數列 ( an ( 一般項的通式﹒

(2)利用數學歸納法證明(1)的猜測是正確的﹒


【99建國中學期中考】
【解析】(1)
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　成立﹐設n ( k時﹐
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　由數學歸納法知本式成立﹒
	隨堂練習

	設數列(an(滿足a1 ( 1﹐
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（n ( 2）﹒(1)試猜測an ( ﹖（以n表示）

(2)利用數學歸納法﹐證明(1)的猜測﹒


【中山女中期中考】
【解析】(1)
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﹐推測
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(2)(當n ( 1時﹐a1 ( 1﹐
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﹐猜測成立﹒
　(假設n ( k時﹐猜測成立﹐即設
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　　∴n ( k ( 1時推測也成立﹐故
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	範例6 

	設數列(an(中若a1 ( 1﹐an ( 1 ( 2an ( 1（n為正整數）﹒(1)試由前五項推測一般項an﹒

(2)利用數學歸納法證明(1)的結果﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1) a1 ( 1﹐
　a2 ( 2a1 ( 1 ( 3 ( 22 ( 1﹐
　a3 ( 2a2 ( 1 ( 7 ( 23 ( 1﹐
　a4 ( 2a3 ( 1 ( 15 ( 24 ( 1﹐
　a5 ( 2a4 ( 1 ( 31 ( 25 ( 1﹐
　推測一般項an ( 2n ( 1（n為正整數）﹒
(2)由數學歸納法證明an ( 2n ( 1
　(當n ( 1時﹐a1 ( 21 ( 1 ( 1﹐原式成立﹒
　(設n ( k時成立﹐即ak ( 2k ( 1﹐
　(當n ( k ( 1時﹐ak ( 1 ( 2ak ( 1 ( 2(2k ( 1) ( 1 ( 2k ( 1 ( 1
　表示n ( k ( 1時﹐原式亦成立﹒
　由數學歸納法原理知﹐對於所有的正整數n﹐原式成立﹒
	隨堂練習

	設數列(an(的遞迴關係式為
[image: image414.wmf]1

1

1

2

,2

1

nn

a

n

aann

n

-

ì

=

ï

ï

í

ï

=³

ï

+

î

（為自然數）

﹐則

(1)寫出a2﹐a3﹒(2)猜測一般項an﹒(3)使用數學歸納法驗證你的猜測﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)由遞迴關係式可得
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(2)因為
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﹐猜測是正確的﹒
　(設n ( k時猜測是正確的﹐即
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﹐　  
　由數學歸納法原理知﹐對於所有的正整數n﹐原式成立
	隨堂練習

	數列 ( an ( 中﹐
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﹐(1)寫出a2﹐a3﹐a4﹐a5﹒

(2)歸納an與n的關係式﹒(3)證明(2)中所歸納an與n的關係式正確﹒


【99新竹高中期中考】
【解析】(1)a1 ( 0﹐
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　由數學歸納法知本式
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	範例7 

	已知一數列的遞迴定義式為
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(1)試求此數列的一般項an (？(2)利用數學歸納法證明第(1)題的結果。


【解析】
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(ii)當n ( k時亦成立，即ak ( 2k2 ( k
當n ( k ( 1時，ak ( 1 ( ak ( (4k ( 3) ( 2k2 ( k ( 4k ( 3 
( 2(k2 ( 2k ( 1) ( (k ( 1) ( 2(k ( 1)2 ( (k ( 1)　∴　成立
故由數學歸納法可知，(n(N，an ( 2n2 ( n恆成立

	隨堂練習

	已知一數列( an (定義為a1 ( 1，an ( 1 (
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(2)觀察(1)的規則性，並推測第n項an（以n表示之）。  (3)證明在(2)中所推測之結果。


【解析】(1)因為a1 ( 1，由所予遞迴定義可得a2 (
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an的分子成等差數列，首項為1，公差為1；
分母也成等差數列，首項為1，公差為2
故可推測第n項an (
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所以當n ( k ( 1時原式也成立
故由(，(及數學歸納法可知，對於所有自然數n，an (
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	範例8 

	設n是正整數an ( 5n ( 2 ( 4n ( 9﹐an恆為正整數P的倍數﹐則

(1)請推測此正整數P的最大值﹖

(2)以數學歸納法證明﹕an恆為你找的這個最大自然數P的倍數﹒


【97台中女中期中考】
【解析】(1) n ( 1 ( a1 ( 51 ( 2 ( 4 ( 1 ( 9 ( 125 ( 13 ( 112﹐
　 n ( 2 ( a2 ( 52 ( 2 ( 4 ( 2 ( 9 ( 625 ( 17 ( 608﹐
　 (112 , 608) ( 16﹐∴P之最大值為16﹒
(2)(當n ( 1時﹐a1 ( 112﹐
　　∵16 | 112﹐∴n ( 1成立﹒
　(假設n ( k成立﹐即ak ( 5k ( 2 ( 4k ( 9 ( 16P﹐P
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¥

﹐∴16 | ak ( 1﹐∴n ( k ( 1亦成立﹒
　由數學歸納法知﹐對所有自然數n使16 | 5n ( 2 ( 4n ( 9恆成立﹐得證﹒
	隨堂練習

	對任一正整數n﹐42n ( 1 ( 3n ( 2恆為某一質數p的倍數﹐(1)試推測此質數p﹒ 
(2)請用數學歸納法證明你的推測是正確的﹒


【龍騰自命題】
【解析】(1)當n ( 1時﹐42 ( 1 ( 31 ( 2 ( 91﹒又當n ( 2時﹐42(2 ( 1 ( 32 ( 2 ( 1105﹒
  因為91和1105的最大公因數為13﹐所以我們猜測此質數為13﹒
(2)(當n ( 1時﹐42 ( 1 ( 31 ( 2 ( 91﹐是13的倍數﹒
  (設n ( k時猜測正確﹐即42k ( 1 ( 3k ( 2為13的倍數﹐因此
    ak ( 42k ( 1 ( 3k ( 2 ( 13q﹐其中q是一個正整數﹒
    當n ( k ( 1時﹐
    ak ( 1 ( 42(k ( 1) ( 1 ( 3(k ( 1) ( 2 ( 16(42k ( 1 ( 3(3k ( 2 ( 16(42k ( 1 ( 3k ( 2) ( 13(3k ( 2
        ( 16(13q ( 13(3k ( 2 ( 13(16q ( 3k ( 2)
  也是13的倍數﹒
  故由數學歸納法可知﹕對於所有的正整數n﹐42n ( 1 ( 3n ( 2恆為質數13的倍數﹒
	隨堂練習

	若n為自然數，則10n ( 1 ( 9n ( 10恆可被81整除，試證之。


【證明】1( n ( 1時，10n ( 1 ( 9n ( 10 ( 100 ( 9 ( 10 ( 81可被81整除，故n ( 1時，命題成立
2( 設n ( k時命題成立，即10k ( 1 ( 9k ( 10 ( 81q，q(N
則n ( k ( 1時，10n ( 1 ( 9n ( 10 ( 10k ( 2 ( 9(k ( 1) ( 10 ( 10．10k ( 1 ( 9k ( 19 ( 10(10k ( 1 ( 9k ( 10) ( 9k ( 19 ( 90k ( 100
( 10(10k ( 1 ( 9k ( 10) ( 81k ( 81 ( 10．81q ( 81k ( 81 ( 81(10q ( k ( 1)可被81整除
故n ( k ( 1時，命題成立
由1(2(依數學歸納法得證，n(N時，10n ( 1 ( 9n ( 10恆可被81整除
	隨堂練習

	設n為正整數，(1)試判斷42n ( 1( 3n ( 2恆為哪一正質數的倍數？
(2)並以數學歸納法證明你的推測。


【詳解】(1)當n ( 1時，42n ( 1 ( 3n ( 2 ( 43 ( 33 ( 13 ( 7為13的倍數
當n ( 2時，42n ( 1 ( 3n ( 2 ( 45 ( 34 ( 13 ( 85為13的倍數
(2)假設n ( k時，42n ( 1 ( 3n ( 2為13的倍數，即令42k ( 1 ( 3k ( 2 ( 13p，其中p ( N
則當n ( k ( 1時，因為
42k ( 3 ( 3k ( 3 ( 3．(42k ( 1 ( 3k ( 2) ( 13．42k ( 1 ( 3．13p ( 13．42k ( 1 ( 13．(3p ( 42k ( 1)
為13的倍數，故當n ( k ( 1時原性質也成立
由(1)，(2)及數學歸納法知，不論n是任何正整數，42n ( 1 ( 3n ( 2恆為13的倍數
	隨堂練習

	n ( N，證明：3 ( 52n ( 1 ( 23n ( 1是17的倍數。


【證明】(1)當n ( 1時，原式( 3 ( 53 ( 24 ( 391 ( 17 ( 23是17的倍數
(2)設n ( k時，原式是17的倍數，即3 ( 52k ( 1 ( 23k ( 1 ( 17t，t ( N
則n ( k ( 1時，原式( 3 ( 52k ( 3 ( 23k ( 4 ( 25(3 ( 52k ( 1) ( 8(23k ( 1)
( 25(17t ( 23k ( 1) ( 8(23k ( 1) ( 17(25t) ( 17(23k ( 1)為17的倍數
(3)由數學歸納法原理　∴　原式恆成立　∴　Q.E.D.
	範例9 

	試利用數學歸納法證明：13 ( 23 ( 33 ( … ( n3 (
[image: image464.wmf]4

)

1

(

2

2

+

n

n

，n ( N。


【證明】(1) 13 ( 1 (
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∴　n ( k ( 1時，命題也成立
由(1)，(2)得證
	隨堂練習

	用數學歸納法證明﹕
[image: image470.wmf](1)(2)

122334(1)

3

nnn

nn

++

´+´+´+++=

L

對所有的正整數n都成立﹒


【證明】(1)當n ( 1時﹐
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恆成立﹒
	範例10 

	試證：對所有正整數n ( 2，有1 (
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【證明】1( n ( 2時，左式 ( 1 (
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故n ( k ( 1時，原式成立，由1(2(依數學歸納法命題得證
	隨堂練習

	n ( N，試以數學歸納法證明：1 (
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【證明】n ( 1時，左( 1 ( 2
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( 1恆成立
	隨堂練習

	.n ( N，n ( 4，證明：3n ( n3。


【證明】(1)當n ( 4時，左式( 34 ( 81 ( 64 ( 43 (右式　∴　原式成立
(2)設n ( k（k ( 4）時，原式成立，即3k ( k3
則n ( k ( 1時，左式( 3k ( 1 ( 3(3k) ( 3(k3) ( k3 ( k3 ( k3
( k3 ( k(k2) ( k2(k) ( k3 ( 4k2 ( 42(k) ( k3 ( 3k2 ( 3k ( 1 ( (k ( 1)3 (右式
∴　原式亦成立
(3)由數學歸納法原理　∴　原式恆成立　∴　Q.E.D.
	範例11 

	如下圖，A柱中有n個大小不同的圓盤由大而小往上堆疊，若要從A柱全部搬移至B柱，每次只能搬動一圓盤，且每次都必須先經中間柱（不可由A直接放入B）且大盤不可放在小盤之上，設共要搬動an次，若an ( 1 ( pan ( k，求數對(p，k) (　　　　　。
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【解析】
[image: image535.png]



設從A柱搬動n個圓盤到B柱，需要搬動an次，我們考慮要搬動n個圓盤
首先將A柱上面n ( 1個圓盤全部搬到B柱上，要搬動an ( 1次，再將第n個圓盤搬到C柱上
然後再將B柱上面n ( 1個圓盤全部搬到A柱上，要搬動an ( 1次
再將第n個圓盤從C柱上搬到B柱上
最後再將A柱上面n ( 1個圓盤，全部搬到B柱上，要搬動an ( 1次
故有an ( an ( 1 ( 1 ( an ( 1 ( 1 ( an ( 1 ( 3an ( 1 ( 2
∴　an ( 1 ( 3an + 2，則(p，k) ( (3，2)
	隨堂練習

	(1) 請用若干個「虧格」將下列圖形蓋滿（但所用「虧格」不得重疊，亦不得出格）。
(2) （畫斜線的方格表示缺空）
(3) (a) [image: image536.png]


　(b) [image: image537.png]


(c) [image: image538.png]


　(d) [image: image539.png]



(e) [image: image540.png]



(2)做完(1)中各圖後，請仔細地想一想；處理這些問題有沒有一定的準則？
(3)你能否歸納出下列結論：任意每邊2n格的正方格棋盤圖，如果其中缺空一格，那麼便可用若干個「虧格」不重疊地將其蓋滿。
(4)請利用數學歸納法證明(3)的結論。


【解析】(1)(a)一個虧格。(b)，(c)，(d)五個虧格。(e)二十一個虧格
(2)應由缺空一格的附近著手
(3)每邊2n格的正方格棋盤，如果其中缺空一格，則共有4n ( 1格，因此可用
[image: image541.wmf]3
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( 4n ( 1 ( 4n ( 2 ( … ( 4 ( 1個虧格不重疊地將其蓋滿
(4)(當n ( 1時 [image: image542.png]


 可用一個虧格蓋滿
(當n ( k時原命題成立，則當n ( k ( 1時，每邊2k ( 1格的正方格棋盤圖（其中缺空一格），可先以一個虧格蓋在正中央，並以正中央的縱、橫線平分為四個每邊2k格的正方格棋盤圖（其中均缺空一格），如下圖所示，於是可得
4(4k ( 1 ( 4k ( 2 ( … ( 4 ( 1) ( 1 ( 4k ( 4k ( 1 ( … ( 4 ( 1，亦即n ( k ( 1時，原命題也成立
由(，(及數學歸納法知，原命題恆成立
[image: image543.png]
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